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Àííîòàöèÿ

Ìû èññëåäóåì êëàññû êîìïîçèöèé, èëè öåïî÷åê, îòîáðàæåíèé äâóõñòó-

ïåí÷àòûõ ãðóïï Êàðíî è âûâîäèì â ÿâíîì âèäå ñâîéñòâà îòîáðàæåíèé,

ãàðàíòèðóþùèå ëèïøèöåâîñòü ðåçóëüòèðóþùåé êîìïîçèöèè. Â ÷àñòíî-

ñòè, ïðèâåäåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû, è ðàññìîòðåí âàæíûé ñëó-

÷àé, êîãäà îäíî èç îòîáðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé.
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Abstra
t

We 
onsider 
omposition mappings, or 
hains, on two-step Carnot groups,

and derive properties of mappings providing Lips
hitz property of the

resulting 
omposition. In parti
ular, we des
ribe some examples, and


onsider an important 
ase when one of the mappings is a proje
tion.
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Ââåäåíèå

Â äàííîé ðàáîòå ìû èññëåäóåì êëàññû êîìïîçèöèé îòîáðàæåíèé ãðóïï

Êàðíî, ëèïøèöåâûõ âî âíóòðåííåì ñìûñëå. Êîìïîçèöèåé ϕ è ψ áóäåì

íàçûâàòü îòîáðàæåíèå ψϕ, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé òî÷êå x îáëàñòè îïðå-

äåëåíèÿ öåïî÷êó èç äâóõ òî÷åê, ϕ(x) è ψϕ(x), êîíå÷íûé ýëåìåíò êîòî-

ðîé � ãðóïïîâîå ïðîèçâåäåíèå îáðàçîâ ýòîé òî÷êè. Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê

íà ãðóïïàõ Êàðíî îïåðàöèÿ ïðîèçâåäåíèÿ íåêîììóòàòèâíà, òî ïîðÿäîê

îòîáðàæåíèé â êîìïîçèöèè âëèÿåò íà ðåçóëüòàò. ×àñòíûì ñëó÷àåì êîì-

ïîçèöèè îòîáðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå-ãðà�èê, ãäå ïåðâîå îòîáðà-

æåíèå â öåïî÷êå � òîæäåñòâåííîå. Íàïîìíèì, ÷òî â çàäà÷àõ êëàññè÷å-

ñêîãî àíàëèçà è åãî îáîáùåíèé îòîáðàæåíèÿ-ãðà�èêè èãðàþò ñóùåñòâåí-

íóþ ðîëü. Íàïðèìåð, êëàññû ìèíèìàëüíûõ è ìàêñèìàëüíûõ ïîâåðõíî-

ñòåé ëîêàëüíî ïðåäñòàâèìû â âèäå ãðà�èêîâ (ñì. ïîäðîáíîñòè î òàêèõ

ïîâåðõíîñòÿõ, ñâÿçàííûõ çàäà÷àõ è ïðèìåíåíèÿõ â [1, 2, 3, 4℄ è öèòèðó-

åìûõ èñòî÷íèêàõ). Êðîìå òîãî, â íà÷àëå XXI âåêà áûëà íàéäåíà ñâÿçü

çàäà÷ íåéðîáèîëîãèè î ïîñòðîåíèè ìîäåëåé âèçóàëèçàöèè è ñâîéñòâ ìè-

íèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé â ñóáðèìàíîâîé ãåîìåòðèè [5, 6, 7℄. �ÿä ðàáîò

ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ ãðà�èêîâ ñ êëàññè÷åñêèì ñïîñîáîì ïî-

ñòðîåíèÿ è ñ ñîãëàñîâàííûì ñ ñóáðèìàíîâîé ñòðóêòóðîé (ñì., íàïðèìåð,

[8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15℄ è äð.), ïðè ýòîì, íå âñåãäà ìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà

â ñóùåñòâóþùèõ ðàáîòàõ ïðåäñòàâëåíû â ÿâíîì âèäå. Ïðîáëåìà ñîñòîèò â
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òîì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ-ãðà�èêè, ïîñòðîåííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ãðóïïîâîé

îïåðàöèè, â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿþòñÿ ëèïøèöåâûìè äàæå îòíîñèòåëüíî

âíóòðåííèê (êâàçè)ìåòðèê [16℄, è ïî ýòîé ïðè÷èíå ê íèì íåëüçÿ ïðèìå-

íèòü òåîðèþ íè êëàññè÷åñêîé äè��åðåíöèðóåìîñòè, íè ñóáðèìàíîâîé. Â

äàííîé ñèòóàöèè ââîäÿòñÿ ëèáî äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà îòîáðàæåíèÿ

òàêèå, êàê äîïîëíèòåëüíàÿ äè��åðåíöèðóåìîñòü ïî êëàññàì ïåðåìåííûõ

(ñì., íàïðèìåð, [16, 17, 18℄), ëèáî íîâûå ñòðóêòóðû, è ñ èõ ïîìîùüþ ñòðî-

èòñÿ îïèñàíèå ìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ îáðàçîâ îòîáðàæåíèé-ãðà�èêîâ (ñì.,

íàïðèìåð, [15℄).

Â ñòàòüÿõ [19, 20℄ àâòîðîì ðàññìîòðåíû êëàññû ëèïøèöåâûõ îòîáðà-

æåíèé-ãðà�èêîâ íà ãðóïïàõ �åéçåíáåðãà è äâóõñòóïåí÷àòûõ ãðóïïàõ Êàð-

íî, è âïåðâûå âûâåäåí êðèòåðèé ëèïøèöåâîñòè îòîáðàæåíèÿ-ãðà�èêà. À

èìåííî, â ÿâíîì âèäå óñòàíîâëåíû ñâîéñòâà îòîáðàæåíèÿ, îáåñïå÷èâà-

þùèå ëèïøèöåâîñòü ïîñòðîåííîãî ïî íåìó ãðà�èêà. Äàííàÿ ðàáîòà ñî-

äåðæèò ðàçâèòèå èññëåäîâàíèé, íà÷àòûõ â [19, 20℄. Ìû áóäåì ðàññìàò-

ðèâàòü ìîäåëüíûé ñëó÷àé, êîãäà ãîðèçîíòàëüíûå êîîðäèíàòíûå �óíêöèè

îòîáðàæåíèÿ-ãðà�èêà íåïðåðûâíî hc-äè��åðåíöèðóåìû. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî

è â îáùåì, è â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àÿõ çàäà÷à î êîìïîçèöèÿõ íå ñâîäèò-

ñÿ ê èññëåäîâàíèþ îòîáðàæåíèé-ãðà�èêîâ, òàê êàê îòîáðàæåíèå, çàìåíÿ-

þùåå òîæäåñòâåííîå, ìîæåò íå áûòü âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì. Â ÷àñòíîñòè,

îäíèì èç âàæíûõ ñëó÷àåâ òàêèõ îòîáðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèÿ íà îáú-

åêò ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòàíîâêà çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ

íîâîé, à ïåðñïåêòèâû ïðèìåíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ áóäóò âûõîäèòü çà ðàìêè

ïðèìåíåíèé ãðà�èêîâ. �åçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïîëåçíû ïðè èññëåäîâàíèè

êëàññîâ ìíîãîçíà÷íûõ �óíêöèé (ñîîòâåòñòâèé íà ãðóïïàõ Êàðíî), åñëè

äëÿ îáðàçà òàêîãî ñîîòâåòñòâèÿ ñóùåñòâóåò ïîäõîäÿùàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ

÷åðåç ãðóïïó Êàðíî áîëüøåé ðàçìåðíîñòè.

� 1. Äâóõñòóïåí÷àòûå ãðóïïû Êàðíî è êîìïîçèöèè

îòîáðàæåíèé

Îïðåäåëåíèå 1.1 ([21℄). Äâóõñòóïåí÷àòàÿ ãðóïïà Êàðíî � ýòî ñâÿçíàÿ

îäíîñâÿçíàÿ ñòðàòè�èöèðîâàííàÿ ãðóïïà Ëè G, àëãåáðà Ëè V êîòîðîé

ïðåäñòàâèìà â âèäå V = V1 ⊕ V2, [V1, V1] = V2, [V1, V2] = {0}.
Åñëè áàçèñíîå ïîëå Xl ïðèíàäëåæèò Vk, òî åãî ñòåïåíü degXl ðàâíà k,

l = 1, . . . , N , k = 1, 2. Çäåñü è äàëåå N � òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü

ãðóïïû G.

Ïîëÿ, ñòåïåíü êîòîðûõ ðàâíà åäèíèöå, íàçûâàþòñÿ ãîðèçîíòàëüíûìè.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî áàçèñíûå ïîëÿ íà ãðóïïå Êàðíî âûáèðàþòñÿ òàêèì

îáðàçîì, ÷òî êàæäîå èç íèõ ïðèíàäëåæèò òîëüêî îäíîìó èç ìíîæåñòâ V1
èëè V2.
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Îáîçíà÷åíèå 1.2. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì dim Vk ðàçìåðíîñòü Vk (â

êàæäîé òî÷êå), k = 1, 2.

�ðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé Áåéêåðà � Êýìïáåëëà �

Õàóñäîð�à. Åñëè x = exp
( N∑
j=1

xjXj

)
(0), y = exp

( N∑
j=1

yjXj

)
(0), òî

x · y = z = exp
( N∑

j=1

yjXj

)
(x) = exp

( N∑

j=1

zjXj

)
(0),

ãäå 


zj = xj + yj äëÿ degXj = 1

zj = xj + yj +
∑

µ,β: degXµ=degXβ=1

F
j
µ,βxµyβ äëÿ degXj = 2. (1)

Çíà÷åíèÿ {F j
µ,β}j,µ,β íàçûâàþòñÿ ñòðóêòóðíûìè êîíñòàíòàìè è íå çàâè-

ñÿò îò òî÷åê.

Îòìåòèì, ÷òî ÷àñòî â èññëåäîâàíèÿõ íà íåãîëîíîìíûõ ñòðóêòóðàõ èñ-

ïîëüçóþò ìåòðèêó Êàðíî � Êàðàòåîäîðè (ñì., íàïðèìåð, [22℄). Îäíàêî,

íåäîñòàòîê òàêîé ìåòðèêè ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñòðóêòóðà ïîñòðîåííûõ ïî

íåé øàðîâ â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòíà òîëüêî â íåñêîëüêèõ ÷àñòíûõ ñëó-

÷àÿõ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå â êà÷åñòâå ðàññòîÿíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäó-

þùóþ âåëè÷èíó, ëîêàëüíî áèëèïøèöåâî ýêâèâàëåíòíóþ ìåòðèêå Êàðíî �

Êàðàòåîäîðè.

Îïðåäåëåíèå 1.3 (ñì., íàïðèìåð, [16℄). Ïóñòü w = exp
( N∑
i=1

wiXi

)
(v),

v, w ∈ G. Ïîëîæèì

d2(v, w) = max
{( ∑

j: degXj=1

w2
j

) 1

2

,
( ∑

j: degXj=2

w2
j

) 1

4

}
.

Èç îïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî d2 ÿâëÿåòñÿ ñóáðèìàíîâûì îáîáùåíèåì åâ-

êëèäîâîé ìåòðèêè. Èç �îðìóë ãðóïïîâîé îïåðàöèè (1) ñëåäóåò

Ñâîéñòâî 1.4. Âåëè÷èíà d2(v, w) ëîêàëüíî ÿâëÿåòñÿ êâàçèìåòðèêîé:

îíà íåîòðèöàòåëüíà (è ðàâíà íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà v = w),

îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñèììåòðè÷íîñòè, è äëÿ âñÿêîé êîìïàêòíîé îêðåñòíî-

ñòè D ⊂ G ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà CD <∞ òàêàÿ, ÷òî îáîáùåííîå íåðàâåí-

ñòâî òðåóãîëüíèêà

d2(v, w) ≤ CD
(
d2(v, u) + d2(u, w)

)

âåðíî äëÿ âñåõ v, u, w ∈ D.
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Îáîçíà÷åíèå 1.5. Øàð â êâàçèìåòðèêå d2 ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â

òî÷êå u, ðàâíûé {w ∈ G : d2(u, w) < r}, îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Box2(u, r).

Îïðåäåëåíèå 1.6. �àññìîòðèì òî÷êó u ∈ G è (v1, . . . , vN) ∈ RN
.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå θu : R
N → G ñëåäóþùèì îáðàçîì:

θu(v1, . . . , vN) = exp

( N∑

i=1

viXi

)
(u).

Èçâåñòíî, ÷òî θu � ãëàäêèé äè��åîìîð�èçì. Íàáîð {vi}Ni=1 íàçûâàåòñÿ

íîðìàëüíûìè êîîðäèíàòàìè èëè êîîðäèíàòàìè ïåðâîãî ðîäà (îòíîñè-
òåëüíî u ∈ G) òî÷êè v = θu(v1, . . . , vN). Êîîðäèíàòû ïðè ãîðèçîíòàëüíûõ

ïîëÿõ áóäåì íàçûâàòü ãîðèçîíòàëüíûìè êîîðäèíàòàìè.

Èç îïðåäåëåíèÿ 1.3 âûòåêàåò

Ñâîéñòâî 1.7. Îáðàç øàðà Box2(u, r) ïðè îòîáðàæåíèè θ
−1
u ñîâïàäàåò ñ

äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ (åâêëèäîâûõ) øàðîâ, äèàìåòðû êîòîðûõ

ðàâíû 2r è 2r2.

�àññìîòðèì òåïåðü åùå îäíó äâóõñòóïåí÷àòóþ ãðóïïó Êàðíî G̃ ñ àë-

ãåáðîé Ëè Ṽ =
2⊕

k=1

Ṽk è áàçèñíûìè ïîëÿìè X̃1, . . . , X̃Ñ . Êâàçèìåòðèêó,

ïîñòðîåííóþ íà G̃ òàê æå, êàê îïèñàíî â îïðåäåëåíèè 1.3, îáîçíà÷èì ñèì-

âîëîì d̃2.

Îïðåäåëåíèå 1.8. Ïóñòü G̃, G � ãðóïïû Êàðíî, E ⊂ G̃, è ϕ : E → G.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕ ëèïøèöåâî âî âíóòðåííåì ñìûñëå,

èëè ëèïøèöåâî â ñóáðèìàíîâîì ñìûñëå, åñëè ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà 0 <
L <∞ òàêàÿ, ÷òî

d2(ϕ(x), ϕ(y)) ≤ Ld̃2(x, y).

Îñíîâíûå çàäà÷è ñòàòüè áóäåì ðåøàòü ïðè ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ.

Ïðåäïîëîæåíèå 1.9. Ïóñòü G̃ è Ĝ � äâóõñòóïåí÷àòûå ãðóïïû Êàð-

íî ñ áàçèñíûìè ïîëÿìè {X̃j}Ñj=1 è {X̂k}N̂k=1 ñîîòâåòñòâåííî è ïîñòðîåííû-

ìè, êàê â îïðåäåëåíèè 1.3, êâàçèìåòðèêàìè d̃2 è d̂2 ñîîòâåòñòâåííî. Áóäåì

ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè äâóõñòóïåí÷àòîé ãðóï-

ïû Êàðíî G òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè N = Ñ + N̂ ñî ñòðóêòóðíûìè

êîíñòàíòàìè {F i
µ,β}i,µ,β è êâàçèìåòðèêîé d2. Ïóñòü åùå áàçèñíûå âåêòîð-

íûå ïîëÿ {Xi}Ni=1 íà G òàêîâû, ÷òî, âî-ïåðâûõ, dimVk = dim Ṽk + dim V̂k,

k = 1, 2, è, âî-âòîðûõ,

X1|G̃ = X̃1, . . . , Xdim Ṽ1
|
G̃
= X̃

dim Ṽ1
,

XdimV1+1|G̃ = X̃
dim Ṽ1+1

, . . . , X
dimV1+dim Ṽ2

|
G̃
= X̃Ñ (2)
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è

X
dim Ṽ1+1

|
Ĝ
= X̂1, . . . , XdimV1 |Ĝ = X̃

dim V̂1
,

X
dimV1+dim V̂2+1

|
Ĝ
= X̂

dim V̂1+1
, . . . , XN |Ĝ = X̂N̂ . (3)

Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî G̃ è Ĝ ïåðåñåêàþòñÿ â åäèíèöå 0 ãðóïïû G. Áó-

äåì òî÷êó ýòîãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ÷èòàòü â êàæäîé ãðóïïå çà åäèíèöó (ýòî âñå-

ãäà ìîæíî ñäåëàòü ïîñðåäñòâîì ñäâèãîâ). Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê {Xi}
N
i=1 �

áàçèñ, òî â ñèëó ñîîòíîøåíèé (2) è (3) ýëåìåíò 0 ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé

òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ G̃ è Ĝ. Äåéñòâèòåëüíî, íàëè÷èå äðóãîé òî÷êè èõ ïå-

ðåñå÷åíèÿ ïðîòèâîðå÷èëî áû ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè íàáîðà {Xi}Ni=1.

Ïóñòü åùå G � íåêîòîðàÿ äâóõñòóïåí÷àòàÿ ãðóïïà Êàðíî ñ áàçèñíûìè

ïîëÿìè X1, . . . ,XN òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòèN , àëãåáðîé Ëè ïîëåé V =
V1 ⊕ V2 è ðàññòîÿíèåì ρ2, çàäàííûì, êàê â îïðåäåëåíèè 1.3.

Îïðåäåëåíèå 1.10. Ïóñòü ϕ : G → G̃, ãäå ϕ(x) = exp
( Ñ∑
i=1

ϕi(x)X̃i

)
(0̃), à

0̃ � åäèíèöà ãðóïïû G̃. Íàáîð {ϕi(x)}Ñi=1 áóäåì íàçûâàòü êîîðäèíàòíûìè

�óíêöèÿìè îòîáðàæåíèÿ ϕ.

Êîîðäèíàòíûå �óíêöèè ïðè ãîðèçîíòàëüíûõ ïîëÿõ áóäåì íàçûâàòü ãî-

ðèçîíòàëüíûìè êîîðäèíàòíûìè �óíêöèÿìè.

Ïåðåéäåì ê îïðåäåëåíèþ êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèé äâóõñòóïåí÷àòûõ

ãðóïï Êàðíî.

Îïðåäåëåíèå 1.11. �àññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ ϕ : G → G̃ è ψ : G → Ĝ.

Ïóñòü

ϕ(x) = exp
( Ñ∑

i=1

ϕi(x)X̃i

)
(0̃)

è

ψ(x) = exp
( N̂∑

j=1

ψj(x)X̂i

)
(0̂),

ãäå 0̃ è 0̂ � åäèíèöû ãðóïï G̃ è Ĝ ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà êîìïîçèöèÿ ψϕ
îòîáðàæåíèé ϕ è ψ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ψϕ(x) = exp
( dimV1∑

k=dim Ṽ1+1

ψk−dim Ṽ1
(x)Xk +

N∑

k=dimV1+dim Ṽ2+1

ψk−Ñ(x)Xk

)
(ϕ(x)),

ãäå

ϕ(x) = exp
(dim Ṽ1∑

i=1

ϕi(x)Xi +

dimV1+dim Ṽ2∑

i=dimV1+1

ϕi−dim V̂1
Xi

)
(0)
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ðàññìàòðèâàåòñÿ, êàê ýëåìåíò ãðóïïû G̃ ⊂ G.

Çàìå÷àíèå 1.12. Åñëè ϕ : G → G̃ è ψ : G → Ĝ, òî â ñèëó íåêîììóòà-

òèâíîñòè ïîëåé íà G, â îáùåì ñëó÷àå ψϕ 6= ϕψ.

Ââåäåì

Îáîçíà÷åíèå 1.13. Ïóñòü {ϕkx(y)}
Ñ
k=1 � òàêèå êîîðäèíàòû, ÷òî

ϕ(y) = exp
( Ñ∑

k=1

ϕkx(y)X̃k

)
(ϕ(x)), (4)

à {ψkx(y)}
N̂
k=1 � òàêèå êîîðäèíàòû, ÷òî

ψ(y) = exp
( N̂∑

k=1

ψkx(y)X̂k

)
(ψ(x)). (5)

Äëÿ âûâîäà ñâîéñòâ îòîáðàæåíèé ϕ è ψ, ãàðàíòèðóþùèõ ëèïøèöåâîñòü

êîìïîçèöèè ψϕ, �èêñèðóåì x ∈ G è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî y èç îêðåñòíîñòè

òî÷êè x íàéäåì òàêèå {ξl(x, y)}
N
l=1, ÷òî

ψϕ(y) =
( N∑

l=1

ξl(x, y)Xl

)
(ψϕ(x)).

Äëÿ ýòîãî ïðèìåíèì ãðóïïîâóþ îïåðàöèþ íà G. Èç (1) âûòåêàåò ñëåäóþ-

ùåå

Ñâîéñòâî 1.14. Âåðíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ.

1. Åñëè l = 1, . . . , dim Ṽ1, òî ξl(x, y) = ϕlx(y).

2. Åñëè l = dim Ṽ1 + 1, . . . , dimV1, òî ξl(x, y) = ψl−dim Ṽ1
x (y).

3. Åñëè l = dimV1 + 1, . . . , dimV1 + dim Ṽ2, òî

ξl(x, y) = ϕl−dim V̂1
x (y)−

∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F l
µ,βϕ

β
x(y)ψ

µ−dim Ṽ1
x (y)

− 2
∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F l
µ,βϕ

β
x(y)ψµ−dim Ṽ1

(x). (6)
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4. Åñëè l = dimV1 + dim Ṽ2 + 1, . . . , N , òî

ξl(x, y) = ψl−Ñx (y)−
∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F l
µ,βϕ

β
x(y)ψ

µ−dim Ṽ1
x (y)

− 2
∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F l
µ,βϕ

β
x(y)ψµ−dim Ṽ1

(x). (7)

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìîäåëüíûé ñëó÷àé, êîãäà ãîðèçîíòàëüíûå

êîîðäèíàòíûå �óíêöèè êîìïîçèöèè íåïðåðûâíî hc-äè��åðåíöèðóåìû.

Îïðåäåëåíèå 1.15 ([22℄, ñì. òàêæå [23℄). Ôóíêöèÿ f : G → R ÿâëÿåòñÿ

hc-äè��åðåíöèðóåìîé â òî÷êå x ∈ G, åñëè ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå

∇Hf(x) : y = exp
( N∑

k=1

ykXk

)
(x) 7→ f(x) +

dimV1∑

i=1

ai(x)yi = ∇Hf(x)〈y〉

òàêîå, ÷òî |f(y)−∇Hf(x)〈y〉| = o(ρ2(x, y)), ãäå o(1) → 0 ïðè y → x.

Îòîáðàæåíèå∇Hf(x) íàçûâàåòñÿ hc-äè��åðåíöèàëîì, èëè ãîðèçîíòàëü-
íûì ãðàäèåíòîì �óíêöèè f â òî÷êå x.

Èç ñâîéñòâà 1.14 âèäíî, ÷òî ãîðèçîíòàëüíûå êîîðäèíàòíûå �óíêöèè

êîìïîçèöèè íåïðåðûâíî hc-äè��åðåíöèðóåìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà ãîðèçîíòàëüíûå êîîðäèíàòíûå �óíêöèè îòîáðàæåíèé ϕ è ψ òàêæå

íåïðåðûâíî hc-äè��åðåíöèðóåìû.

Çàìå÷àíèå 1.16. Â ñèëó ðåçóëüòàòîâ [22, 23℄, ëèïøèöåâû �óíêöèè

ÿâëÿþòñÿ hc-äè��åðåíöèðóåìûìè ïî÷òè âñþäó íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Â ñâîþ î÷åðåäü [23℄, �óíêöèè, ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ âäîëü ãîðèçîí-

òàëüíûõ ïîëåé ñóùåñòâóþò âñþäó è íåïðåðûâíû, ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíî

hc-äè��åðåíöèðóåìûìè âñþäó è ëîêàëüíî ëèïøèöåâûìè.

� 2. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîé

ëèïøèöåâîñòè êîìïîçèöèè

Äëÿ �èêñèðîâàííîãî x ∈ G ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûå òî÷êè.

Îáîçíà÷åíèå 2.1. Ïóñòü x ∈ G. Ïîëîæèì yH = exp
(dimV1∑

k=1

ykXk

)
(x) è

yT = exp
( N∑
k=dimV1+1

ykXk

)
(x).
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Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î íåîáõîäèìûõ óñëîâèÿõ ëîêàëü-

íîé ëèïøèöåâîñòè êîìïîçèöèè.

Òåîðåìà 2.2. Åñëè êîìïîçèöèÿ ψϕ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ëèïøèöåâîé

îòíîñèòåëüíî ρ2 è d2, ãäå ãîðèçîíòàëüíûå êîîðäèíàòíûå �óíêöèè ϕ è ψ

íåïðåðûâíî hc-äè��åðåíöèðóåìû, òî ϕ è ψ îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîé-

ñòâàìè â êàæäîé òî÷êå x ∈ G.

1. Äëÿ p = dim Ṽ1 + 1, . . . , Ñ îòîáðàæåíèå yH 7→ ϕpx(yH) äè��åðåíöè-
ðóåìî â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå â òî÷êå x, ïðè ýòîì, äè��åðåíöèàë

ðàâåí

2
∑

τ : deg X̂τ=1

β: deg X̃β=1

F
p+dim V̂1

τ+dim Ṽ1,β
∇Hϕβ(x)〈yH〉ψτ (x), (8)

è îí íåïðåðûâåí ïî x ∈ G.

2. Äëÿ p = dim Ṽ1 + 1, . . . , Ñ îòîáðàæåíèå yT 7→ ϕpx(yT ) ÿâëÿåòñÿ hc-

äè��åðåíöèðóåìûì â òî÷êå x, è åãî hc-äè��åðåíöèàë ðàâåí íóëþ.

3. Äëÿ q = dim V̂1 + 1, . . . , N̂ îòîáðàæåíèå yH 7→ ψqx(yH) äè��åðåíöè-
ðóåìî â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå â òî÷êå x, ïðè ýòîì, äè��åðåíöèàë

ðàâåí

2
∑

τ : deg X̂τ=1

β: deg X̃β=1

F
q+Ñ

τ+dim Ṽ1,β
∇Hϕβ(x)〈yH〉ψτ (x), (9)

è îí íåïðåðûâåí ïî x ∈ G.

4. Äëÿ q = dim V̂1 + 1, . . . , N̂ îòîáðàæåíèå yT 7→ ψqx(yT ) ÿâëÿåòñÿ hc-

äè��åðåíöèðóåìûì â òî÷êå x, è åãî hc-äè��åðåíöèàë ðàâåí íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îòîáðàæåíèå ψϕ ëîêàëüíî ëèïøèöåâî, è ãî-

ðèçîíòàëüíûå êîîðäèíàòíûå �óíêöèè ϕ è ψ íåïðåðûâíî hc-äè��åðåí-

öèðóåìû. Èññëåäóåì ñâîéñòâà �óíêöèé ξl(x, y) äëÿ l > dimV1, ãäå x è

y ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîé êîìïàêòíîé îêðåñòíîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå p =
l − dim V̂1, à q = l − Ñ . Íàïîìíèì, ÷òî åñëè l > dimV1, òî äîëæíî âû-

ïîëíÿòüñÿ |ξl(x, y)| ≤ L(ρ2(x, y))
2
äëÿ íåêîòîðîãî ïîñòîÿííîãî L < ∞, çà-

âèñÿùåãî òîëüêî îò êîìïàêòíîé îêðåñòíîñòè. Èç ïðåäïîëîæåíèé î íåïðå-

ðûâíîé hc-äè��åðåíöèðóåìîñòè ãîðèçîíòàëüíûõ êîîðäèíàòíûõ �óíêöèé

ñëåäóåò èõ ëîêàëüíàÿ ëèïøèöåâîñòü îòíîñèòåëüíî ρ2 è d2. Ïîýòîìó â (6)

è (7) âåðíî

∣∣∣
∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F l
µ,βϕ

β
x(y)ψ

µ−dim Ṽ1
x (y)

∣∣∣ < L̂(ρ2(x, y))
2,
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ãäå L̂ <∞ çàâèñèò îò ϕ, ψ, G è ðàññìàòðèâàåìîé êîìïàêòíîé îêðåñòíîñòè.

�àññìîòðèì l = dimV1+1, . . . , dimV1+dim Ṽ2 (ñëó÷àé l > dimV1+dim Ṽ2
èññëåäóåòñÿ àíàëîãè÷íî). Òàê êàê ψϕ ëèïøèöåâî íà ðàññìàòðèâàåìîé êîì-

ïàêòíîé îêðåñòíîñòè, òî âåðíî

∣∣∣ϕl−dim V̂1
x (y)− 2

∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F l
µ,βϕ

β
x(y)ψµ−dim Ṽ1

(x)
∣∣∣ < L(ρ2(x, y))

2. (10)

Äëÿ y = exp
( N∑
k=1

ykXk

)
(x) ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ òî÷êó yH (ñì. îáî-

çíà÷åíèå 2.1). Â ñèëó (1) âåðíî y = exp
( N∑
k=dimV1+1

ykXk

)
(yH). Äëÿ �èêñè-

ðîâàííîãî l = dimV1 +1, . . . , dimV1 +dim Ṽ2 ðàñïèøåì ϕl−dim V̂1
x (y) è (10) â

òåðìèíàõ {ϕix(yH)}
Ñ
i=1 è {ϕjyH(y)}

Ñ
j=1. Âûâîäèì

ϕl−dim V̂1
x (y) = ϕl−dim V̂1

x (yH) + ϕl−dim V̂1
yH

(y) +
∑

α: deg X̃α=1

λ: deg X̃λ=1

F l−dim V̂1
α,λ ϕαx(yH)ϕ

λ
yH
(y).

Êàê è ðàíåå, â ñèëó ïðåäïîëîæåíèé âåðíî

∣∣∣
∑

α: deg X̃α=1

λ: deg X̃λ=1

F l−dim V̂1
α,λ ϕαx(yH)ϕ

λ
yH
(y)

∣∣∣ < L̃ρ2(x, y),

ãäå L̃ < ∞ çàâèñèò îò ϕ, G è ðàññìàòðèâàåìîé êîìïàêòíîé îêðåñòíîñòè.

Òàê êàê ïðè deg X̃β = 1 âåðíî ϕβx(y) = ϕβx(yH)+ϕ
β
yH
(y), òî èç (10) âûòåêàåò

∣∣∣ϕl−dim V̂1
x (yH)− 2

∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F l
µ,βϕ

β
x(yH)ψµ−dim Ṽ1

(x)

+ ϕl−dim V̂1
yH

(y)− 2
∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F l
µ,βϕ

β
yH
(y)ψµ−dim Ṽ1

(x)
∣∣∣ < L(ρ2(x, y))

2.

(11)

Ïî óñëîâèþ, ãîðèçîíòàëüíûå êîîðäèíàòíûå �óíêöèè îòîáðàæåíèé ϕ è ψ

íåïðåðûâíî hc-äè��åðåíöèðóåìû. Òîãäà äëÿ β òàêèõ, ÷òî deg X̃β = 1,
âåðíî

ϕβx(yH) = ∇Hϕβ(x)〈yH〉+ o(ρ2(x, yH)) = ∇Hϕβ(x)〈yH〉+ o
((dimV1∑

i=1

y2i

)1/2)
,
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îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè y = yH âûïîëíÿåòñÿ

ϕl−dim V̂1
x (yH)

= 2
∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F l
µ,β∇Hϕβ(x)〈yH〉ψµ−dim Ṽ1

(x) + o
((dimV1∑

i=1

y2i

)1/2)
,

òî åñòü, îòîáðàæåíèå yH 7→ ϕl−dim V̂1
x (yH) äè��åðåíöèðóåìî â êëàññè÷åñêîì

ñìûñëå â òî÷êå x, ïðè ýòîì, äè��åðåíöèàë ðàâåí

2
∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F l
µ,β∇Hϕβ(x)〈yH〉ψµ−dim Ṽ1

(x),

è îí íåïðåðûâåí ïî x ∈ G.
�àññìîòðèì òåïåðü òî÷êó yT (ñì. îáîçíà÷åíèå 2.1), êîòîðàÿ ñîîòâåò-

ñòâóåò ñëó÷àþ x = yH. Òîãäà

ϕβx(yT ) = 0 + o(ρ2(x, yT )) = o
(( N∑

i=dimV1+1

y2i

)1/4)

è, ñëåäîâàòåëüíî,

∣∣∣ϕl−dim V̂1
x (yT )− o

(( N∑

i=dimV1+1

y2i

)1/4)∣∣∣ < L
( N∑

i=dimV1+1

y2i

)1/2

.

Ïîýòîìó â (11)) âåðíî

∣∣∣ϕl−dim V̂1
yH

(y)− o
(( N∑

i=dimV1+1

y2i

)1/4)∣∣∣ < L
( N∑

i=dimV1+1

y2i

)1/2

. (12)

Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ yT âûâîäèì, ÷òî îòîáðàæåíèå yT 7→ ϕl−dim V̂1
x (yT ) ÿâ-

ëÿåòñÿ hc-äè��åðåíöèðóåìûì â òî÷êå x, è åãî hc-äè��åðåíöèàë ðàâåí

íóëþ. Ïîëàãàÿ p = l−dim V̂1 è τ = µ−dim Ṽ1, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèÿ ïï 1

è 2.

Äëÿ l = dimV1+dim Ṽ2+1, . . . , N ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïîëàãàÿ q = l−Ñ è τ = µ−dim Ṽ1, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèÿ ïï 3 è 4. Òåîðåìà

äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 2.3. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2.2 ñïðàâåäëèâî è äëÿ ñëó÷àÿ,

êîãäà êîìïîçèöèÿ ψϕ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ëèïøèöåâîé îòíîñèòåëüíî ρ2 è

d2, à íåïðåðûâíî hc-äè��åðåíöèðóåìûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ãîðèçîíòàëü-

íûå êîîðäèíàòíûå �óíêöèè ñ íîìåðàìè 1, . . . , dim Ṽ1 (ñîîòâåòñòâóþùèå

îòîáðàæåíèþ ϕ).
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Ïðåæäå ÷åì �îðìóëèðîâàòü óòâåðæäåíèå î äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ, ââå-

äåì

Îáîçíà÷åíèå 2.4. Åñëè �óíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ äè��åðåíöèðóåìîé â

êëàññè÷åñêîì ñìûñëå â òî÷êå x, òî ïîëîæèì

ωf(x, y) =
|f(y)−∇f(x)〈y〉|

ρ2,R(x, y)
, (13)

ãäå

ρ2,R(x, y) =
( N∑

i=1

(y2i )
)1/2

äëÿ y = exp
( N∑
i=1

yiXi

)
(x). Òîãäà ωf(x, y) = o(1), ãäå o(1) → 0 ïðè y → x.

Åñëè æå �óíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ hc-äè��åðåíöèðóåìîé â òî÷êå x, òî ïî-

ëîæèì

ω̂f (x, y) =
|f(y)−∇Hf(x)〈y〉|

ρ2(x, y)
. (14)

Òîãäà ω̂f(x, y) = o(1), ãäå o(1) → 0 ïðè y → x.

Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

1. �îðèçîíòàëüíûå êîîðäèíàòíûå �óíêöèè îòîáðàæåíèé ϕ è ψ íåïðå-

ðûâíî hc-äè��åðåíöèðóåìû.

2. Äëÿ p = dim Ṽ1+1, . . . , Ñ îòîáðàæåíèå yH 7→ ϕpx(yH) äè��åðåíöèðó-
åìî â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå â òî÷êå x, äè��åðåíöèàë ðàâåí (8) è îí

íåïðåðûâåí ïî x ∈ G, è, êðîìå òîãî,
∣∣∣ωϕp

x
(x, yH)− 2

∑

τ : deg X̂τ=1

β: deg X̃β=1

F
p+dim V̂1

τ+dim Ṽ1,β
ω̂ϕβ

x
(x, yH)ψτ (x)

∣∣∣ ≤ Lρ2(x, yH)

äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû L < ∞, çàâèñÿùåé òîëüêî îò ϕ, ψ è êîì-

ïàêòíîé îêðåñòíîñòè.

3. Äëÿ p = dim Ṽ1 + 1, . . . , Ñ îòîáðàæåíèå yT 7→ ϕpx(yT ) ÿâëÿåòñÿ hc-

äè��åðåíöèðóåìûì â òî÷êå x, åãî hc-äè��åðåíöèàë ðàâåí íóëþ, è,

êðîìå òîãî,

∣∣∣ω̂ϕp
x
(x, yT )− 2

∑

τ : deg X̂τ=1

β: deg X̃β=1

F
p+dim V̂1

τ+dim Ṽ1,β
ω̂ϕβ

x
(x, yT )ψτ (x)

∣∣∣ ≤ Lρ2(x, yT )

äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû L < ∞, çàâèñÿùåé òîëüêî îò ϕ, ψ è êîì-

ïàêòíîé îêðåñòíîñòè.
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4. Äëÿ q = dim V̂1 + 1, . . . , N̂ îòîáðàæåíèå yH 7→ ψqx(yH) äè��åðåíöè-
ðóåìî â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå â òî÷êå x, ïðè ýòîì, äè��åðåíöèàë

ðàâåí (9) è îí íåïðåðûâåí ïî x ∈ G, è, êðîìå òîãî,

∣∣∣ωψq
x
(x, yH)− 2

∑

τ : deg X̂τ=1

β: deg X̃β=1

F
q+Ñ

τ+dim Ṽ1,β
ω̂ϕβ

x
(x, yH)ψτ (x)

∣∣∣ ≤ Lρ2(x, yH)

äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû L < ∞, çàâèñÿùåé òîëüêî îò ϕ, ψ è êîì-

ïàêòíîé îêðåñòíîñòè.

5. Äëÿ q = dim V̂1 + 1, . . . , N̂ îòîáðàæåíèå yT 7→ ψqx(yT ) ÿâëÿåòñÿ hc-

äè��åðåíöèðóåìûì â òî÷êå x, è åãî hc-äè��åðåíöèàë ðàâåí íóëþ,

è, êðîìå òîãî,

∣∣∣ω̂ψq
x
(x, yT )− 2

∑

τ : deg X̂τ=1

β: deg X̃β=1

F
q+Ñ

τ+dim Ṽ1,β
ω̂ϕβ

x
(x, yT )ψτ (x)

∣∣∣ ≤ Lρ2(x, yT )

äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû L < ∞, çàâèñÿùåé òîëüêî îò ϕ, ψ è êîì-

ïàêòíîé îêðåñòíîñòè.

Òîãäà êîìïîçèöèÿ ψϕ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ëèïøèöåâîé â ñóáðèìàíîâîì

ñìûñëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå äëÿ ãîðèçîíòàëüíûõ êîîðäèíàòíûõ

�óíêöèé ñëåäóåò èç ïåðâîãî óñëîâèÿ òåîðåìû. Óòâåðæäåíèå äëÿ êîîðäè-

íàòíûõ �óíêöèé ïðè ïîëÿõ ñòåïåíè äâà ñ íîìåðàìè dimV1+1, . . . , dimV1+
dim Ṽ2 ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ (11) è âûêëàäîê, èäóùèõ äî ýòîãî ñîîòíî-

øåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, äîñòàòî÷íî â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ çàìå-

íèòü êîîðäèíàòû ϕ(y), ïîñ÷èòàííûå îòíîñèòåëüíî ϕ(x), íà èõ âûðàæåíèÿ
â òåðìèíàõ äè��åðåíöèàëîâ (hc-äè��åðåíöèàëîâ) è �óíêöèé âèäà (13)

(âèäà (14)) ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ρ2,R(x, yH) = ρ2(x, yH), à çàòåì ïðèìåíèòü â

îáðàòíîì ïîðÿäêå âûêëàäêè, èäóùèå âûøå.

Óòâåðæäåíèå äëÿ êîîðäèíàòíûõ �óíêöèé ïðè ïîëÿõ ñòåïåíè äâà ñ íî-

ìåðàìè, ñòðîãî áîëüøèìè, ÷åì dimV1+dim Ṽ2, óñòàíàâëèâàåòñÿ àíàëîãè÷-

íî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 2.6. Â îòëè÷èå îò îòîáðàæåíèé-ãðà�èêîâ, êîòîðûå ÿâëÿ-

þòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîìïîçèöèé, â îáùåé ïîñòàíîâêå çàäà÷è âîçíèêàåò

íåîáõîäèìîñòü èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ âåëè÷èí o(1) èç îïðåäåëåíèé (ñóá-
ðèìàíîâîé) äè��åðåíöèðóåìîñòè.
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� 3. ×àñòíûå ñëó÷àè è ïðèìåðû

Îáñóäèì íåêîòîðûå ïðèìåðû, äåìîíñòðèðóþùèå ðàáîòó ðåçóëüòàòîâ î

íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ.

Ïðèìåð 3.1. Ïóñòü ϕ � ëîêàëüíî ëèïøèöåâî (â ñóáðèìàíîâîì ñìûñëå)

îòîáðàæåíèå, íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìîå â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå äâà-

æäû ïî ãîðèçîíòàëüíûì ïåðåìåííûì, òàêîå, ÷òî äëÿ íåãî è äëÿ íåêîòîðî-

ãî ëîêàëüíî ëèïøèöåâà è íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìîãî â êëàññè÷åñêîì

ñìûñëå äâàæäû ïî ãîðèçîíòàëüíûì ïåðåìåííûì îòîáðàæåíèÿ ψ âûïîëíå-

íû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.2. Òîãäà ïåðâîå è òðåòüå óñëîâèÿ òåîðåìû 2.2 ÿâëÿ-

þòñÿ äîñòàòî÷íûìè äëÿ ëîêàëüíîé ëèïøèöåâîñòè êîìïîçèöèè ψϕ. Åñëè,

äîïîëíèòåëüíî, îáà îòîáðàæåíèÿ áóäóò ïðèíàäëåæàòü êëàññó C1
ïî âñåì

ïåðåìåííûì, òî êîìïîçèöèÿ ψϕ áóäåò íåïðåðûâíî hc-äè��åðåíöèðóåìîé.

Äåéñòâèòåëüíî, ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî âñå �óíêöèè âèäà (13) è (14)

áóäóò îöåíèâàòüñÿ ÷åðåç Lρ2(x, yH) è Lρ2(x, yT ), ãäå L <∞; òàêèì îáðàçîì,

âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.5. Êðîìå òîãî, áóäåò âåðíî

∣∣∣
∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F l
µ,βϕ

β
yH
(y)ψµ−dim Ṽ1

(x)
∣∣∣ < L

( N∑

i=dimV1+1

y2i

)1/2

= L(ρ2(x, y))
2,

à ñëåäóþùåå èç (11) äëÿ x = yH ñîîòíîøåíèå (12) ïðèìåò âèä

∣∣∣ϕl−dim V̂1
yH

(y)
∣∣∣ < L

( N∑

i=dimV1+1

y2i

)1/2

= L(ρ2(x, y))
2. (15)

Äàëåå îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü òåîðåìó 2.5.

Çàìå÷àíèå 3.2. Â [20, Òåîðåìà 13, óòâåðæäåíèå 3, �îðìóëà (12)℄

ñîîòíîøåíèå (12) òàêæå èìååò âèä (15).

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ñâîéñòâî hc-äè��åðåíöèðóåìîñòè �óíêöèé ϕl−dim V̂1
yH

(y),

l = dimV1 + 1, . . . , dimV1 + dim Ṽ2, èç (12) è �óíêöèé ψl−ÑyH
(y) äëÿ l =

dimV1 + dim Ṽ2, . . . , N è ðàâåíñòâà íóëþ èõ hc-äè��åðåíöèàëîâ íå ïðî-

òèâîðå÷èò êëàññè÷åñêîé äè��åðåíöèðóåìîñòè àíàëîãè÷íûõ �óíêöèé äëÿ

ñëó÷àÿ îòîáðàæåíèé-ãðà�èêîâ â [24, Òåîðåìà 12, óòâåðæäåíèå 3℄ ñ (â îá-

ùåì ñëó÷àå) íåíóëåâûì êëàññè÷åñêèì äè��åðåíöèàëîì.

Äåëî â òîì, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè (12) è åãî ñëåäñòâèé äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷à-

åâ ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäóëü çíà÷åíèé �óíêöèé, êîòîðûå ïðèíèìàþò çíà÷å-

íèÿ â R, â ïåðâîé ñòåïåíè, òîãäà êàê â ïðàâîé ÷àñòè íàõîäèòñÿ âåëè÷èíà,
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ñðàâíèìàÿ ñ ñóáðèìàíîâûì ðàññòîÿíèåì ìåæäó ïðîîáðàçàìè âî âòîðîé

ñòåïåíè. Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòî ñóáðèìàíîâî ðàññòîÿíèå âî âòîðîé ñòåïåíè

äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ òî÷åê ñîâïàäàåò ñ ðàññòîÿíèåì, ñðàâíèìûì ñ êëàñ-

ñè÷åñêèì (êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè ðèìàíîâà òåíçîðà) â ïåðâîé

ñòåïåíè. Ñëåäîâàòåëüíî, îòíîñèòåëüíî êëàññè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ ýòîò ìî-

äóëü íå ÿâëÿåòñÿ íàñòîëüêî ìàëûì, íàñêîëüêî îí ìàë îòíîñèòåëüíî ñóá-

ðèìàíîâà ðàññòîÿíèÿ.

Àíàëîãè÷íî, ðàâåíñòâî íóëþ âûøåóïîìÿíóòûõ ñóáðèìàíîâûõ äè��å-

ðåíöèàëîâ íå ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî êëàññè÷åñêèé äè��åðåíöèàë DϕTu
îòîáðàæåíèÿ ϕTu èç [24, Òåîðåìà 12℄ â îáùåì ñëó÷àå íóëþ íå ðàâåí.

Ïðèìåð 3.3. Ïóñòü â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2.2 ãîðèçîíòàëüíûå êîîðäèíàò-

íûå �óíêöèè ϕ ëèíåéíû è çàâèñÿò òîëüêî îò ãîðèçîíòàëüíûõ êîîðäèíàò

òî÷êè. Òîãäà óñëîâèÿ 1�4 òåîðåìû 2.2 ÿâëÿþòñÿ íå òîëüêî íåîáõîäèìûìè,

íî è äîñòàòî÷íûìè äëÿ ëîêàëüíîé ëèïøèöåâîñòè ψϕ, åñëè

max
{
|ω̂ϕp

x
(x, yT )|, |ω̂ψq

x
(x, yT )|

}
< Lρ2(x, yT ) (16)

è

max
{
|ωϕp

x
(x, yH)|, |ωψq

x
(x, yH)|

}
< Lρ2(x, yH) (17)

äëÿ âñåõ òàêèõ p è q, ÷òî deg X̃p = 2 è deg X̂q = 2, à êîíñòàíòà L < ∞
çàâèñèò òîëüêî îò ϕ, ψ è êîìïàêòíîé îêðåñòíîñòè.

Ïðèìåð 3.4. Ïóñòü â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2.2 ãîðèçîíòàëüíûå êîîðäè-

íàòíûå �óíêöèè ϕ ëèíåéíû è çàâèñÿò òîëüêî îò ãîðèçîíòàëüíûõ êîîð-

äèíàò òî÷êè, à ãîðèçîíòàëüíûå êîîðäèíàòíûå �óíêöèè ψ ÿâëÿþòñÿ ëèï-

øèöåâûìè îòíîñèòåëüíî ρ2 è d̂2. Òîãäà óñëîâèÿ 1�4 òåîðåìû 2.2 ÿâëÿþòñÿ

íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè äëÿ ãëîáàëüíîé ëèïøèöåâîñòè êîìïîçè-

öèè ψϕ, åñëè (16) è (17) âûïîëíåíû äëÿ âñåõ òàêèõ p è q, ÷òî deg X̃p = 2 è

deg X̂q = 2, à êîíñòàíòà L <∞ çàâèñèò òîëüêî îò ϕ, ψ è G.

×àñòíûì ñëó÷àåì ïðèìåðà 3.3 ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèÿ ψϕ, ãäå ϕ � ãîðè-

çîíòàëüíûé ãîìîìîð�èçì.

Ïðèìåð 3.5. Ïóñòü ϕ � ãîðèçîíòàëüíûé ãîìîìîð�èçì. Òîãäà äëÿ

l = dim V1 + 1, . . . , dimV1 + dim Ṽ2 èç (11) ïðè y = yH ñëåäóåò

2
∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F l
µ,βϕ

β
x(yH)ψµ−dim Ṽ1

(x) = 0, (18)

òàê êàê ϕl−dim V̂1
x (yH) = 0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïîëîæèòü

y0H = exp
(dimV1∑

k=1

ykXk

)
(0),
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òî ϕ(yH) = ϕ(x)·ϕ(y0H) (ñì. (1)), îòêóäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî íóëþ êîîðäèíàò

ýëåìåíòà ϕ(yH) îòíîñèòåëüíî ϕ(x) ïðè ïîëÿõ âòîðîé ñòåïåíè. Êðîìå òîãî,
òàê êàê â îáùåì ñëó÷àå ϕβx(y) = ϕβx(yH), òî è

2
∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F l
µ,βϕ

β
x(y)ψµ−dim Ṽ1

(x) = 0

äëÿ âñåõ x, y ∈ G. Â ñâîþ î÷åðåäü, èç (11) ïðè x = yH ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

∣∣ϕl−dim V̂1
yH

(y)
∣∣ < L(ρ2(x, y))

2,

òàê êàê ϕβyH = 0 ïðè deg X̃β = 1.

Ïóñòü òåïåðü l > dimV1 + dim Ṽ2. Òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ, àíàëîãè÷íîãî

(11), ïîñòðîåííîãî äëÿ êîîðäèíàòíûõ �óíêöèé ñ ýòèìè íîìåðàìè, âûòå-

êàþò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà.

1. Îòîáðàæåíèå yH 7→ ψqx(yH) äè��åðåíöèðóåìî â êëàññè÷åñêîì ñìûñ-

ëå â òî÷êå x äëÿ q = l − Ñ , ïðè ýòîì, äè��åðåíöèàë ðàâåí

2
∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F l
µ,βϕ

β
x(yH)ψµ−dim Ṽ1

(x).

2. Îòîáðàæåíèå yT 7→ ψqx(yT ) ëèïøèöåâî â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå äëÿ

q = l − Ñ .

Åñëè ãîðèçîíòàëüíûå êîîðäèíàòíûå �óíêöèè ψ ëèïøèöåâû â ñóáðè-

ìàíîâîì ñìûñëå, òî óñëîâèÿ (18), ïåðå÷èñëåííûå âûøå ñâîéñòâà 1 è 2, à

òàêæå, âûïîëíåíèå (16) è (17) äëÿ q = l−Ñ , ãäå êîíñòàíòà L <∞ çàâèñèò

òîëüêî îò ϕ, ψ è G, ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè äëÿ ãëîáàëüíîé ëèïøèöåâîñòè

êîìïîçèöèè ψϕ.

Çàìå÷àíèå 3.6. Â îòëè÷èå îò [20℄, îáðàç ãîðèçîíòàëüíîãî ãîìîìîð�èç-

ìà ìîæåò èìåòü òîïîëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü, êîòîðàÿ ìåíüøå ðàçìåðíî-

ñòè ïðîîáðàçà.

Òåì íå ìåíåå, ìîæíî ïîñòðîèòü åùå îäèí ïðèìåð îòîáðàæåíèÿ ψ äëÿ

ñëó÷àÿ, êîãäà ϕ � ãîðèçîíòàëüíûé ãîìîìîð�èçì, èñïîëüçóÿ ìåòîäû ïî-

ñòðîåíèÿ [20, Ïðèìåð 18℄. �àññóæäåíèÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêîãî ïðèìåðà

ïî÷òè äîñëîâíî ïîâòîðÿþò [20, Ïðèìåð 18℄ ñ î÷åâèäíûìè èçìåíåíèÿìè,

êîãäà òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ìåíÿåòñÿ íà ãîðèçîíòàëüíûé ãîìîìîð-

�èçì.
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�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ϕ ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé, è G = G. Ýòîò ñëó-

÷àé ïðîäåìîíñòðèðóåò ïðèíöèïèàëüíóþ ðàçíèöó ìåæäó îòîáðàæåíèåì-

ãðà�èêîì è êîìïîçèöèåé.

Ïðèìåð 3.7. Ïóñòü G = G, à êîìïîçèöèÿ ψϕ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ëèï-

øèöåâîé îòíîñèòåëüíî ρ2 = d2 è d2, ãäå ãîðèçîíòàëüíûå êîîðäèíàòíûå

�óíêöèè ψ íåïðåðûâíî hc- äè��åðåíöèðóåìû. Ïóñòü åùå ϕ = π � ïðîåê-

öèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîìó x = exp
( N∑
i=1

xiXi

)
(0) ýëåìåíò

π(x) = exp
(dim Ṽ1∑

i=1

xiXi +

dimV1+dim Ṽ2∑

i=dimV1+1

xiXi

)
(0) ∈ G̃.

Ôèêñèðóåì x ∈ G è ðàñïèøåì êëþ÷åâîå ñîîòíîøåíèå (11). Äëÿ ýòîãî âû-

÷èñëèì ýëåìåíòû, âõîäÿùèå â (11).

Ïóñòü y = exp
( N∑
i=1

yiXi

)
(x). Òîãäà y = exp

( N∑
i=1

ziXi

)
(0), ãäå {zi}

N
i=1 âû-

÷èñëåíû òàêèì æå îáðàçîì, êàê â (1). Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ýëåìåíòà yH =

exp
(dimV1∑

i=1

yiXi

)
(x) åãî êîîðäèíàòû îòíîñèòåëüíî 0 ïðè ïîëÿõ âòîðîé ñòå-

ïåíè Xj îòëè÷àþòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàò y òîëüêî íà ñëàãàåìîå

yj, j = dimV1 + 1, . . . , N .

�àññìîòðèì îáðàç ϕ(yH). Äëÿ íåãî âåðíî

ϕ(yH) = exp
(dim Ṽ1∑

i=1

(xi + yi)Xi +
dimV1+dim Ṽ2∑

j=dimV1+1

(
xj +

∑
F
j
µ,βxµyβ

)
Xj

)
(0),

ãäå degXµ = degXβ = 1. Òîãäà

ϕ(y) = exp
(dimV1+dim Ṽ2∑

j=dimV1+1

yjXj

)
(ϕ(yH)),

ïîýòîìó ϕl−dim V̂1
yH

(y) = yl â (11), åñëè l = dimV1 + 1, . . . , dimV1 + dim Ṽ2.

Åñëè æå deg X̃β = 1, òî ϕβyH (y) = 0.
Îñòàëîñü âû÷èñëèòü êîîðäèíàòû ϕ(yH) îòíîñèòåëüíî ϕ(x). Ïî �îðìó-

ëàì (1), ïðè ïîëÿõ ïåðâîé ñòåïåíè êîý��èöèåíò áóäåò yi, i = 1, . . .dim Ṽ1,

à ïðè ïîëÿõ âòîðîé ñòåïåíè îí áóäåò ðàâåí

∑

µ,β: degXµ=degXβ=1

F
j
µ,βxµyβ −

∑

µ,β: deg X̃µ=deg X̃β=1

F
j
µ,βxµ(xβ + yβ)

=
∑

µ,β: degXµ=degXβ=1

F
j
µ,βxµyβ −

∑

µ,β: deg X̃µ=deg X̃β=1

F
j
µ,βxµyβ, (19)
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òàê êàê

∑
µ,β: deg X̃µ=deg X̃β=1

F
j
µ,βxµxβ = 0. Òàê êàê j = dimV1 + 1, . . . , dimV1 +

dim Ṽ2, òî µ è β íå ìîãóò îäíîâðåìåííî áûòü áîëüøå, ÷åì dim Ṽ1. Ïîýòîìó

(19) ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì

∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F
j
µ,β(xµyβ − xβyµ).

Ñëåäîâàòåëüíî, ϕl−dim V̂1
x (yH) =

∑
µ: deg X̂

µ−dim Ṽ1
=1

β: deg X̃β=1

F l
µ,β(xµyβ−xβyµ) â ñîîòíîøå-

íèè (11), åñëè l = dimV1 + 1, . . . , dimV1 + dim Ṽ2, òîãäà êàê ϕβx(yH) = yβ
äëÿ degXβ = 1. Âîçâðàùàÿñü ê (11), âûâîäèì

∣∣∣
∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F l
µ,β(xµyβ − xβyµ)

− 2
∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F l
µ,βyβψµ−dim Ṽ1

(x) + yl

∣∣∣ ≤ L(ρ2(x, y))
2.

Òàê êàê |yl| ≤ (ρ2(x, y))
2
, òî âûâîäèì

∣∣∣
∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F l
µ,β(xµyβ − xβyµ)

− 2
∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F l
µ,βyβψµ−dim Ṽ1

(x)
∣∣∣ ≤ L(ρ2(x, y))

2.

Ïóñòü y = exp
(
yiXi)(x), ãäå i = dim Ṽ1 + 1, . . . , dimV1. Òîãäà äîëæíî âû-

ïîëíÿòüñÿ ∑

β: deg X̃β=1

F l
i,βxβ = 0 (20)

äëÿ âñåõ x ∈ G = G è l = dimV1 + 1, . . . , dimV1 + dim Ṽ2. Àíàëîãè÷íî,

ðàññìàòðèâàÿ y = exp
(
ykXk)(x), ãäå k = 1, . . . , dim Ṽ1, âûâîäèì

∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

F l
µ,kxµ = 2

∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

F l
µ,kψµ−dim Ṽ1

(x). (21)
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Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ (20) è (21) äëÿ l =

dimV1 + 1, . . . , dimV1 + dim Ṽ2.

�àññìîòðèì òåïåðü l > dim V1 + dim Ṽ2. Çäåñü âåðíû âñå óòâåðæäåíèÿ

òåîðåìû 2.2 çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî âìåñòî (9) áóäåò âûðàæåíèå

2
∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F l
µ,βyβψµ−dim Ṽ1

(x)

äëÿ äàííîãî l.

Êðîìå òîãî, åñëè ψ ïðèíàäëåæèò êëàññó C2
â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå,

òî óñëîâèÿ (20) è (21) äëÿ l = dimV1 + 1, . . . , dimV1 + dim Ṽ2 è óñëîâèÿ

3 è 4 òåîðåìû 2.2 ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè äëÿ (ëîêàëüíîé) ëèïøèöåâî-

ñòè êîìïîçèöèè ψϕ = ψπ. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê ϕβyH (y) = 0, òî åñëè ψ

ïðèíàäëåæèò êëàññó C2
â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå, ñîîòíîøåíèå

∣∣∣ψl−ÑyH
(y)

∣∣∣ ≤ L(ρ2(yH , y))
2 < L(ρ2(x, y))

2

áóäåò âûïîëíÿòüñÿ âñåãäà, è ðàçíîñòü çíà÷åíèÿ ψqx(yH) ñ ïðîèçâîäíîé òàê-
æå íå áóäåò ïðåâîñõîäèòü L(ρ2(x, y))

2
.

Ïðèìåð 3.8. �àññìîòðèì ñèòóàöèþ êîìïîçèöèè íåêîòîðîãî îòîáðà-

æåíèÿ ϕ ñ òîæäåñòâåííûì, òî åñòü, êîãäà ó ãðà�èêà ïåðåñòàâëåíû òîæ-

äåñòâåííîå îòîáðàæåíèå è îòîáðàæåíèå, ïî êîòîðîìó ñòðîèòñÿ ãðà�èê.

Èíûìè ñëîâàìè, G = Ĝ è ψ òîæäåñòâåííî. Ïóñòü åùå, êàê è ðàíåå, ãîðè-

çîíòàëüíûå êîîðäèíàòíûå �óíêöèè îòîáðàæåíèÿ ϕ íåïðåðûâíî hc-äè�-

�åðåíöèðóåìû.

Ïóñòü y = exp
( N∑
i=1

yiXi

)
(x). Èç (11) äëÿ l = dim V1+1, . . . , dimV1+dim Ṽ2

èìååì

∣∣∣ϕl−dim V̂1
x (yH)− 2

∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F l
µ,βϕ

β
x(yH)xµ−dim Ṽ1

+ ϕl−dim V̂1
yH

(y)− 2
∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F l
µ,βϕ

β
yH
(y)xµ−dim Ṽ1

∣∣∣ ≤ L(ρ2(x, y))
2.
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Åñëè æå l = dim V1 + dim Ṽ2 + 1, . . . , N , òî âåðíî

∣∣∣0− 2
∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F l
µ,βϕ

β
x(yH)xµ−dim Ṽ1

+ yl−Ñ − 2
∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F l
µ,βϕ

β
yH
(y)xµ−dim Ṽ1

∣∣∣ ≤ L(ρ2(x, y))
2. (22)

Òàê êàê äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ âåðíî |yl−Ñ | ≤ (ρ2(x, y))
2
, òî

∣∣∣
dimV1∑

µ=dim Ṽ1+1

xµ−dim Ṽ1

∑

β: deg X̃β=1

F l
µ,β

(
ϕβx(yH) + ϕβyH(y)

)∣∣∣ < L(ρ2(x, y))
2, (23)

è ïîýòîìó

∣∣∣
∑

β: deg X̃β=1

F l
µ,β

(
ϕβx(yH) + ϕβyH (y)

)∣∣∣ ≤ L(ρ2(x, y))
2

(24)

äëÿ âñåõ l = dimV1 + dim Ṽ2 + 1, . . . , N è µ = dim Ṽ1 + 1, . . . , dimV1.

Ïóñòü y = yH . Òîãäà, òàê êàê (ρ2(x, y))
2 =

dim V̂1∑
i=1

y2i , ñïðàâåäëèâî ðàâåí-

ñòâî

∑

β: deg X̃β=1

F l
µ,βϕ

β
x(yH) =

∑

β: deg X̃β=1

F l
µ,βϕβ(yH)−

∑

β: deg X̃β=1

F l
µ,βϕβ(x) = 0,

òî åñòü, çíà÷åíèå

∑
β: deg X̃β=1

F l
µ,βϕβ(x) ïîñòîÿííî è íå çàâèñèò îò x (ñì., íà-

ïðèìåð, [20℄; à òàêæå [21℄ î ñîåäèíèìîñòè òî÷åê íà ãðóïïå Êàðíî èíòå-

ãðàëüíûìè ëèíèÿìè ãîðèçîíòàëüíûõ áàçèñíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé).

Ïóñòü òåïåðü yH = x. Èç (24) ñ ó÷åòîì (ρ2(x, y))
2 =

( N̂∑
i=dim V̂1+1

y2i

)1/2

âûâîäèì

∣∣∣
∑

β: deg X̃β=1

F l
µ,βϕ

β
x(y)

∣∣∣ ≤ L
( N̂∑

i=dim V̂1+1

y2i

)1/2

, (25)

òî åñòü, îòîáðàæåíèå ηx, ðàâíîå

yT = exp
( N̂∑

i=dim V̂1+1

yiX̂i

)
(x) 7→

∑

β: deg X̃β=1

F l
µ,βϕ

β
x(yT ) (26)
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ëèïøèöåâî â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå íà ìíîæåñòâå

Gx =
{
y : y = exp

( ∑

i:degXi=2

yiXi

)
(x)

}
(27)

Äàëåå, àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.2, ïîëàãàÿ p = l − dim V̂1
äëÿ l = dim V1+1, . . . , dimV1+dim Ṽ2 è τ = µ−dim Ṽ1, âûâîäèì ñëåäóþùèå

íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ëèïøèöåâîñòè êîìïîçèöèè.

1. Äëÿ p = dim Ṽ1 + 1, . . . , Ñ îòîáðàæåíèå yH 7→ ϕpx(yH) äè��åðåíöè-
ðóåìî â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå â òî÷êå x, ïðè ýòîì, äè��åðåíöèàë

ðàâåí

2
∑

τ : deg X̂τ=1

β: deg X̃β=1

F
p+dim V̂1

τ+dim Ṽ1,β
∇Hϕβ(x)〈yH〉xτ , (28)

è îí íåïðåðûâåí ïî x ∈ G.

2. Äëÿ p = dim Ṽ1 + 1, . . . , Ñ îòîáðàæåíèå yT 7→ ϕpx(yT ) ÿâëÿåòñÿ hc-

äè��åðåíöèðóåìûì â òî÷êå x, è åãî hc-äè��åðåíöèàë ðàâåí íóëþ.

3. Åñëè l = dimV1 + dim Ṽ2 + 1, . . . , N , òî çíà÷åíèå

∑
β: deg X̃β=1

F l
µ,βϕβ(x)

ïîñòîÿííî è íå çàâèñèò îò x äëÿ âñåõ µ = dim Ṽ1 + 1, . . . , dimV1, à

îòîáðàæåíèå ηx, ðàâíîå (26), ëèïøèöåâî â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå íà

ìíîæåñòâå Gx (ñì. (27)) äëÿ âñåõ µ = dim Ṽ1 + 1, . . . , dimV1 è x ∈ G.

Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé. Çàìåòèì, ÷òî âûêëàäêè

(22)�(25) îáðàòèìû, ïîýòîìó äëÿ l = dimV1+dim Ṽ2+1, . . . , N ïðèâåäåííîå

âûøå óñëîâèå 3 áóäåò äîñòàòî÷íûì. Äàëåå, äëÿ l = dim V1+1, . . . , dimV1+
dim Ṽ2 (è, ñîîòâåòñòâåííî, p = dim Ṽ1 + 1, . . . , Ñ) ïðèìåíèìû âñå ðàññóæ-

äåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.5, èç êîòîðûõ âûòåêàþò ñëåäóþùèå äî-

ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ.

1. Äëÿ p = dim Ṽ1+1, . . . , Ñ îòîáðàæåíèå yH 7→ ϕpx(yH) äè��åðåíöèðó-
åìî â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå â òî÷êå x, äè��åðåíöèàë ðàâåí

2
∑

τ : deg X̂τ=1

β: deg X̃β=1

F
p+dim V̂1

τ+dim Ṽ1,β
∇Hϕβ(x)〈yH〉xτ

è îí íåïðåðûâåí ïî x ∈ G, è, êðîìå òîãî,
∣∣∣ωϕp

x
(x, yH)− 2

∑

τ : deg X̂τ=1

β: deg X̃β=1

F
p+dim V̂1

τ+dim Ṽ1,β
ω̂ϕβ

x
(x, yH)xτ

∣∣∣ ≤ Lρ2(x, yH)
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äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû L < ∞, çàâèñÿùåé òîëüêî îò êîìïàêòíîé

îêðåñòíîñòè.

2. Äëÿ p = dim Ṽ1 + 1, . . . , Ñ îòîáðàæåíèå yT 7→ ϕpx(yT ) ÿâëÿåòñÿ hc-

äè��åðåíöèðóåìûì â òî÷êå x, åãî hc-äè��åðåíöèàë ðàâåí íóëþ, è,

êðîìå òîãî,

∣∣∣ω̂ϕp
x
(x, yT )− 2

∑

τ : deg X̂τ=1

β: deg X̃β=1

F
p+dim V̂1

τ+dim Ṽ1,β
ω̂ϕβ

x
(x, yT )xiτ

∣∣∣ ≤ Lρ2(x, yT )

äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû L < ∞, çàâèñÿùåé òîëüêî îò êîìïàêòíîé

îêðåñòíîñòè.

Êàê âèäíî èç ïîëó÷åííûõ óñëîâèé, îíè ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò

òàêîâûõ äëÿ îòîáðàæåíèé-ãðà�èêîâ (ñð. [19, 20℄).
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